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1. INTR~DUC;TI~N: LE c~s ASSOCIATIF 
Soit A une algebre complexe associative et semi-premiere, A est dite 
modulaire annihilatrice si pour tout ideal a gauche modulaire maximal A4 
de .4, l’annihilateur a droite R(M) = {X E A : MX = 0 > est non nul. Un 
idempotent e de A est dit complPtement primitifsi eAe est une algebre de 
division. Le Socle de A, note Sot(A), est l’ideal engendre par l’ensemble des 
idempotents completement primitifs de A. On montre que A est modulaire 
annihilatrice ssi A/Sot(A) est une algebre radicale [22, Theoreme 3.41. 
Soit A une algebre de Banach complexe semi-simple. Un element x de A 
est dit non essentiel si &J(X) a au plus 0 comme point d’accumulation. Un 
ideal I de i4 est dit non essentiel si tous ses elements le sont. Par exemple, 
Sot(A) est ci spectre fini (Sp(x) tini, pour tout x E Sot(A)) et par suite 
Sot(A) est non essentiel; de meme, l’algebre des operateurs compacts sur 
un espace de Banach est non essentiel. 
Nous allons, maintenant, donner une demonstration tres simple du 
resultat suivant: 
Si A est une algebre de Banach complexe semi-simple non 
essentiel alors A/Sot(A) est radicale, i.e. A est modulaire 
annihilatrice. (1.1) 
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Soit e un idempotent de A, alors eAe est une algebre de Banach semi- 
simple g spectre fini. D’aprb [ 16, Lemm 71, eAe est de dimension tinie. En 
particulier, ii existe des idempotents orthogonaux completement primitifs 
e,;...;e,, tels que e=e,+ ... + e,, et par consequent e E Sot(A). Soit x E A 
et 2 la classe de x dans A/Sot(A). Si 1 I$ Q(x), alors X est quasi-inversible. 
Si 1 E@(X), alors 1 est une valeur isolte de Q(x), car A est non essentiel. 
Soit e l’idempotent associe a 1 par le calcul fonctionnel holomorphe. On 
constate que 1 $ Sp(x - e) et X-e = X est quasi-inversible. Ainsi, tout .F est 
quasi-inversible t A/Soc( A ) est radicale. 
La premiere demonstration de (1.1) est dlj a Barnes [S]. Mais, c’est une 
demonstration assez longue, vu celle que nous avons don&e. En plus, nous 
remarquons que cette nouvelle preuve est valable si A est algebre de Jordan 
Banach non commutative. On rappelle qu’un algebre de Jordan Banach 
non commutative complexe semi-simple a spectre tini n’est pas necessaire- 
ment de dimension finie, mais a une capacite finie [7, Lemme 51. Dans 
[ 10, Theo&me l] Fernandez poursuit les id&es de Barnes et propose une 
autre demonstration dans le cas Jordan non commutative. 
Dans [4] Barnes etablit la riciproque: 
LJne algebre de Banach complexe semi-premiere modulaire 
annihilatrice est non essentiel. (1.2) 
La demonstration utilise une caracterisation des operateurs de Riesz 
donnee par Ruston dans [21]. Mais, cette methode s’est rivelee inefficace 
pour rlsotidre (1.2) en general dans le cas Jordan [ 10, Theoreme 2 f. 
Recemment, a l’aide de la theorie des fonctions analytiques multiformes, 
Aupetit a Ctabli une nouvelle demonstration de (1.2) [II]. 
Dans ce papier nous suivons la methode d’Aupetit pour generaliser (1.2) 
aux algebres de Jordan Banach non commutatives, en prenant le soin de 
clarifier un raisonnement dans la preuve du theoreme 2.4 de son article, 
concernant une manipulation d’ensembles disc&s. Notre principal 
thioreme est le suivant: 
THI?OR&E PRINCIPAL. Soit A une algtbre de Jordan Banach non com- 
mutative semi-simple, alors les trois conditions suivantes ent Pquivalentes: 
(i) II existe un id&al I non essentiel dans A tel que A/I soit radicale. 
(ii) A est non essentiel. 
(iii) A est modulaire annihilatrice. 
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2. LE CAS JORDAN 
Une algebre de Jordan non commutative complexe A est un espace 
vectoriel sur C muni d’un produit bilineaire XJ’ vtrifiant: 
(xy) x = x( yx) et (x’v) .Y = x2( yx). 
Si, en plus, le produit .x~~ est commutatif, A est dite une algebre de 
Jordan. A est dite de Banach si I’espace vectoriel associe est muni d’une 
norme complete verifiant: 
Ilvll 6 IIXII III’II. (2.1) 
Si on &change le produit xy par le produit x .J’ = $(xy + yx), on obtient 
une algebre de Jordan, notee A +, avec 
11.x  1’11 G II-4 IIYII. (2.1’) 
Si A est unitaire, un Clement x de A est dit inversible s’il existe y dans .4 
tel que xy = y.u = 1 et X’.V = ys2 = X. L’inverse ainsi d&i est unique et les 
notions d’inversibilitt dans A et A + coincident. Soit U, l’operateur ditini 
par 
On a 
U,( J’) = 2x . (x . 4’) - x2 . I’ 
(X,w} = U,,Jy) avec u,, 2 = $( u, + = - u, - uz ). 
II U,(Y)ll G 3 II-d2 llvll (2.2) 
et 
x inversible o U, inversible (dans ce cas x ~’ = U; l(x)) 
U,(y) inversible o x et y sont inversibles 
(voir [14, Theoreme 3, p 521). 
(2.3 1 
(2.4) 
A est dite de division si tout element non nul de A est inversible. Un 
idempotent e de .4 est dit completement primitif si l’algebre U,(A) est de 
division. Une sous-algebre B de A contenant 1 est dite pleine si tout elk- 
ment de B inversible dans .4, est inversible dans B. Le spectre d’un element 
x de A, note Sp(x, A) ou simplement Q(x), est I’ensemble des /z E @ tels 
que /z - x n’est pas inversible. Si B est une sous-algebre pleine de i4 et x E B, 
alors Sp(x, A ) = Sp(x, B). Si A n’est pas unitaire et A’ = @ @A est l’unitisa- 
tion de A, le spectre de x dans A sera par definition Sp(x, A’). A est dite 
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non essential si Sp(.u) a au plus 0 comme point d’a&umulation, pour tout 
XEA. 
Un ideal Z de A est dit quasi-inuersible si 1 -x est inversible dans A’, 
pour tout x E I. On montre qu’il existe un plus grand ideal quasi-inversible 
dans A, note Rad(A) et appele le radical de A. Si Rad(A) = 0, .4 est dite 
semi-simple (pour une etude detaillee de toutes ces notions, voir [ 14, 15, 
17, 191). En general, Rad(A j 6 Rad(A + ); mais lorsque A est de Banach, 
on a Rad( A) = Rad( A+) [ 13, Lemme 16). Si Zest un ideal de A, on dtfinit 
kh(Z) par 
kh( Z)/Z = Rad( A/Z). 
Si A est de Banach, alors d’aprb [9, Lemme 6.51 
Ic kh(Z) = kh(Z). 
On en deduit que tout idempotent e de f appartient a I, 
eEf*eEZ (A Banach ) (2.5) 
puisque e + ZE Rad( A/Z) est un idempotent * e + Z = 0 + I=> e E I. 
Si A est semi-simple, ou plus generalement non degenerte (s # 0 impli- 
que U, # 0), on definit le socle de A et, on note Sot(A), comme Ctant I’ideal 
engendre par l’ensemble des idempotents completement primitifs de A. On 
montre que Soc( A) = Soc(A’ ) [ 1 l] et que pour tout x E Sot(A), Sp(.v) est 
tini [12, Theo&me]. A est dite modulaire annihilatrice si A est non 
dtgtneree et A/Sot(A) est radicale. D’apres ce qui precede, A est modulaire 
annihilatrice ssi A+ l’est. 
Nous montrons maintenant comment le theoreme principal est ramene 
aux deux risultats suivants, qui seront Ctablis dans 93 et $4. 
TH~OR~ME A. Si x est un PlPment d’une algtbre de Jordan Banach noa 
commutative A et CI est un point isok! dans Sp(x), LY #O. alors il existe un 
idempotent e de A tel que CI $ Sp(x - U,(x)). 
TH~OR~ME B. Si Z est un idPa non essentiel dans une algtibre de Jordan 
Banach non commutative complexe A tel que A/Z soit radicale, alors A est 
non essentiel. 
Preuve du thiortme principal. (iii)*(i) Puisque Z= Sot(A) est non 
essentiel (Sp(x) est fini, pour tout x~Soc(A)). (i)* (ii) D’apres le 
Theoreme B. (ii) 3 (iii) D’aprb l’analogue de (1.1) dans le cas Jordan. 
Pour voir ceci en detail, remarquons tout d’abord que si e est un idem- 
potent de A alors U,(A + ) est une algebre de Jordan Banach semi-simple 
[20, Thtoreme 21 unitaire et non essentiel (Sp(y, U,(A+)) u (01 = 
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Sp(y,A+)u{O} pour yEU,(A+), car pour A.#O, y-ll=(y-Ae)- 
A( 1 -- e) E U,(A ’ ) + U, -,(A’+) est inversible dans A’+ ssi y - le est inver- 
sible dam U,(A ‘) = U,(A’+)). Par consequent, U,(A ‘) est a spectre lini 
(si XE Ue(Af) et c( ~0, Sp(x+ ate) = Q(x) + o! admet c( comme point 
d’accumulation si Q(x) est infmi). D’apres [7, Lemme 51, U,(tl mk) est de 
capacite finie et e = e, + . . . + e,,, avec les ei des idempotents orthogonaux 
complttement primitifs. 
D’ou e E Soc(A ). 
U,(A + ) c Sot(A) pour tout idempotent e E A, -4 non essentiel. (*) 
Soit x E A, si 1 $ Sp(X) alors .V est quasi-inversible dans .4= A/Sot(A). Si 
1 E Sp(.yj, 1 est une valeur isole dans Q(x) car x est non essentiel. D’aprb 
le theoreme A, il existe un idempotent e dans A tel que 1 $ Sp(x - U,(x)). 
D’oti 1 $Sp(x- U,(x))= Sy(X) (.?=O d’aprcs (*)). Ainsi tout X est quasi- 
inversible dans A/Sot(A) qui est alors radicale. 
3. CALCUL FONCTIONNEL RELATIF b, UN POINT 
En we d’appliquer le calcul fonctionnel associt a un point x d’une algebre 
de Banach associative, on droit trouver a l’interieur d’une algebre de 
Jordan Banach non commutative A une sous-algebre de Banach associative 
C(x) c A qui est pleine dans A. Dans ce cas, on aura S&x, A) = 
SP(.% C(x)). 
T&OR&E 1. Duns une algPbre de Jordan non commutative topologique 
A, la sous-algsbre pleine et fermke C(x) = n {Cjx E C sous-algtbre de A 
pleine et jkmke) engendrde par x est commutative et fortement associative 
dans A, i.e. pour tout a, b, c, d duns C(x), on a 
(i) [a, b]=ab-ba=O et 
(ii) [I?J~,~, U,d] =0 sur A. 
Preuve. Soit D maximale parmi les sous-algebres de A+ contenant x et 
vlritiant (i) et (ii) (D est alors une sous-algebre commutative t associative 
de A, car ab - ha = 0 et ab = a -by D d’apres (i); (ab) c-a(bc) = 
(a. b) . c - a. (b . c) = (U,, 1 U,, I - U,, , U,,,)(b) = 0 d’aprb (ii)); une telle 
algebre existe d’apres le lemme de Zorn. Si nous montrons que D est fermle 
et pleine alors C(x) c D verifiera les proprietts (i) et (ii). 
Pour montrer que D est pleine et fermte, il s&it de montrer que les 
sous-algebres d et D[d-‘1 + (dE D inversible) de A+ satisfont encore a (i) 
et (ii), puisque alors par maximalite B = D et D[d - ‘I+ = D. Ceci est clair 
pour D. Pour D[d-‘I+, la verification de (i) [a, b] = 0, pour tout 
ALGIjBRES DE JORDAN BANACH 349 
u, b&Cd-‘I+, revient (puisque x + [a, x] est une derivation de A + ) a 
montrer que [a, x] = 0 pour tous les genirateurs x E D u (d - ’ ) de 
D [ n ~ ’ ] + . Comme [a, d ~ ‘I= - U; ’ [a, d] d’aprb le resultat bien connu. 
Si T est une derivation de A + et x est un Clement inversible 
de rl alors T(.u-‘) = -U,‘?(x). i*i, 
(T(K’)= l-(x- ‘x.c ‘~=Zjxx-V(?c-‘)} + (x-‘T(x).x--‘)=2T(.h)+ 
U.;‘T(x)), il whit de montrer que [a, LI] = - [O, a] = 0. Nous sommes 
ramenes de nouveau a montrer que [O, s] = 0 pour les generateurs 
XE D u (d -’ 1. Mais [II, II] = 0 par hypothese, ce qui implique que 
[II, de’]= 0 d’apres (*). Pour voir (ii), d’apres [14, p. 421 les Uo,b sont 
engendres par tous les U,,, avec x7 y~Du id-‘), i.e. Uo,D;Ud-~,D; 
U,-i.,ml. Mais Udm,,dml = U;‘, Udml,c= U;‘{2Ud,, UC-’ - UC,,.> d’apres le 
thtoreme de Macdonald avec inverses [ 181. D’oti les U,,, sont engendres 
par U;’ et U,,D lesquels commutent sur A par hypothese. 
D’oh une consequence tres importante a savoir que les proprietes du 
spectre, ainsi que le calcul fonctionnel relatifs a un point, etablis dans le cas 
associatif [S, sects. 5, 71 sont valables dans le cas Jordan non commutatif 
(ces idees sont prises des theses de Kdidi [ 151 et Martinez [ 171). A ce 
sujet, nous avons besoin de rappeler quelques resultats. Soit B un disque 
ouvert dans @ et r= 8B. 
Si Q(x) n B= @ alors -. ,;, j (Is-x)-‘dJ.=O. (3.1) 
I- 
Soit F un sous-ensemble ouvert et fermi de Q(x); c’est le cas par exem- 
ple si F= {a 1 oti c( est un point isole de 5$(x). Supposons que I- &pare F 
du reste de sp(.uj. la projection spectrale 
p(x, F)=&.l (A-x)-‘di 
I- 
est un idempotent e E A’. En fait e est dans la sous-algebre fermee pleine 
engendree par x dans A’, en particulier on a ex = exe = U,(x). Cette projec- 
tion veritie 
Sp(ex) = Fu {0} et Sp(s-U,(x))=(Sp(x)-F)u (0). (3~2) 
Si A n’est pas unitaire, Q(x) contient toujours 0 et on a 
p(x, F)EA~O$F (A non unitaire j. (3.3) 
En effect, 
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sii (lj~)d~=OsiiO#F(i.e.O~Sp(x)-F). i I 
Le resultat suivant represente l’outil fondamental de ce travail 
Si f est une fonction analytique d’un domaine D de C dans 
A telle que sp(f(n)j ait au plus 0 comme point d’accumula- 
tion pour tout 1 E D, alors { 1 ED : 1 E @(f(l))} est Cgal a D, 
ou bien, est discret fermi dans D. (3.4) 
En effect, d’apres [3, Thtoreme 11, la fonction i + @(f(1)) est analyti- 
que multiforme. Notre affirmation est alors une consequence de [2, 
Theoreme 11. 
Le theortme A decoule de (3.2). On s’interesse maintenant au 
theoreme B. 
4. PREIJVE DU T&OR&E B 
Remarquons tout d’abord que si A est unitaire et A/I est radicale alors 
A = Z est non essentiel (A est meme a spectre fini). Done, on consider-era 
surtout le cas oh A est non unitaire. 
Les deux lemmes suivants rassemblent quelques proprietls delicates du 
spectre. 
LEMME 1. Soit A une aIgPbre de Jordan Banach non commutative. 
(i) Si A est unitaire et u E A est irzversible, alors IA - y est irzversible 
ssi 1 $ Q(w), avec w = 2~~’ . 17 - U,~I(~~~); ceci a lieu en particulier lorsque 
I(JJ~[ <1/5&f’ aver M=max{l, Ilu-‘jl}. 
(ii) Si tl# Sp(x) aiors a $ Sp(x + y) 0 1 $ Sp(w,), auec w, = U;?, 
((2U-2x- y). y} (e.g. a$Sp(x+ y) pour tout y vkrzjiant j/y/I < 1/SM2 
avec M=max(l, /l(c(-x)-‘II>. 
(iii) Si V est un ouvert de C tel que Sp(x) c V, alors il existe G > 0 tel 
que Sp(z) c V pour tout z vPrzfiant llz --xl/ <E. 
(iv) Si D est la composante connexe non born&e de @ - Sp(x), alors 
D n Sp(x + y) est discret fermP duns D pour tout y dans un id&al non 
essentiel I. 
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Preuve. (ij (~~-J!)~=u’-~u.~+~~=~,(~-~u-‘.~+~,~~(J’~))= 
VU{ 1 - w>. D’oti, d’apres (2.4), u - 4’ est inversible ssi 1 - w est inversible, 
i.e. ssi 1 I$ Sp(w). Puisque A est de Banach 1 - NJ est inversible si /IM!/( < 1. Si 
(IJ~I( < 1/5M’ alors ((w(j <2 [\u-rjl lly(l + 3 ((zf-r/j2 [IJ[~” (d’apres (2.2)) ,< 
2M (13’(1 + 3M2 IIyl12 < (2W + 3M2) Ijy/I = 5M2 /I.)‘/\ < I. 
(ii) cc-(x-~)=(a-x)-~=u-y avec u=u-x inversible. 
D’apres (.ij, U-J est inversible ssi 1 $Sp(w) [e.g. /(y/( < 1/5M’] avec 
M..=2u~-‘.4’-U,~,(~‘)=U,‘(2u.y-1,2)=ujy{(2u-y).!:)=It’l. 
(iii j Soit z = x + 4’ avec (/z - s/I = I/ ?I(/. On a /I (a - x j - r (/ < ilZ* unifor- 
mement borne pour c( dans le sous-ensemble ferme @ - V. Done pour 
I/J~\\ < 1/5M’. a$ Sp(.u + JJ) d’apres (iii, pour tout CI E C - K Par consi- 
quent SJI(S + ?! j C I’. 
(iv j D et f(A) = wl etablis dans (ii) satisfont les hypotheses de (3.4) 
pour y E I. D’aprb (ii), D n Sp(x + J) = (A E D: 1 E Sp(f(A));. Mais I) 
non borne ne peut etre contenu dans Sp(x + y). D’ok d’apres (3.4), 
D n Sp(s + ?I) est disc& ferme dans D. 
LEMME 2. Soit CC E A, Z,(x) rensemble des points CI isol& dans Sp(x) tels 
que p(x. CY) E I et G(x) la composante connexe non bornee de [C - Sp(x)] u 
Z,(x). Alors G(s) = G(x+ y) pour tout y dans I’idkal non essentiel I; en 
particulier 8G(x) = aG(x + ~7). 
Preuoe. En echangeant les roles de x et x + r, il suffit de montrer que 
G(X) c G(x + y). Comme G(x) est connexe non borne, il suftit de verifier 
que G(x) c (a3 - Sp(.u + y)) u Z,(x +y), ou encore que 
G(x) n Sp(s + y) c Z,(x $ y). (+I 
Soit CI E G(x) n Sp(s + yj. Nous allons considerer deux cas: (i) CI # Sp(x) et 
(ii) CI. ESp(x). 
(i) Supposons que c( $ Sp(x), d’ou CI E G(x) n [@ - Sp(x)] n 
Sp(x + I’) = D n Sp(x + v). D’apres le lemme l(iv), D n Sp(x + y) est 
discret fermi: dans D. Soit r un cercle dans D centrt en x et stparant x du 
reste de Sp(x + y). En integrant 
(~-.~-y)-‘=(~~--‘c)~‘+ U,;.-.~-)-l.i;.-r-~)-l(?l) (**I 
(on a b- I =a-’ + U,-l%b-L(a- b), d’apres le theoreme de Shirshov avec 
inverses [IS]) sur r, on obtient d’apres (3.1) 
p(s+y,cc)=O+uEi 
(car JJE Z, I- et son interieur se trouvent dans @ - Sp(x)). D’ori 
p(x + y, CI) E I d’apres (2.5) et CI E Z,(x + v) par definition. 
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(ii) ConsidCrons Z’ = G(x) n Q(x) = G(x) n Z,(x). Alors Z’ est 
disc& fermC dans G(x) et D = G(x) - 2’ (simple vtkification topologique). 
Soit c( E Sp(x) n G(x) n Sp(x + y) = Z’ n .Sp(x + v). Comme CI E Z’, il existe 
dans G(x) un disque ouvert B(cr, E) de centre CI. de rayon E et skparant CI 
du reste de Sp(x). Mais B(cc, E)- (CT) CD, d’oh [B(a, E)- (a}] n 
Sp(x + yj c D n Sp(x + JJ) est encore discret dans D d’aprks le lemme l(iv). 
Done Sp(x + y) n’admet pas de points d’accumulation dans @a, E) - {x} 
(car Sp(s+ y) n’en a pas dans D). On en dkduit que le sous-ensemble 
F= S~J(X + y) n B(a, &/2) est fermi: et ouvert dans Sp(x + ~7). Soit run cercle 
dans @a, E) de centre a (isolant ainsi a du reste de Q(x)) et isolant F du 
reste de Sp(x + ~1). En inttgrant (w) sur f on obtient 
p(.x+y, F)=p(x,a)+u~I+I 
(car a E Z,(x)). Done d’aprks (2.5), p(x + y, F) = e E I. D’une part, d’aprks 
(3.3), O$F car eEA. D’autre part, d’aprb (3.2), Sp(e(x+y))=Fu {0} a 
au plus 0 comme point &accumulation car e(x + J’) E Iet, Iest non essentiel. 
Done F n’a pas de point d’accumulation (il pourrait avoir uniquement 0, 
mais F est fermt et ne contient pas 0), d’oti F est fini et CI est un point isolt 
de Sp(x + ~1). En rkpktant le m$me calcul avec un cercle f dans B(cc, F) 
isolant c( du reste de Sp(.u+ JJ), on obtient p(x + y, a) E I et par suite 
a~Z~(x+ 11). Ainsi, (*) est ttabli dans les deux cas. 
Preuve du thPorbme B. Soit x E A, on doit montrer que Sp(x) a au plus 
0 comme point d’accumulation. Ceci revient ti montrer que 
(1) S’(x) c Z(x) u {0}, Z(x) &ant l’ensemble des points isok de 
SP(.X). 
Ou encore que C - (0) c CC- Sp(x)] u Z(x). I1 suffit alors de montrer 
we 
(2) @ - (0) c G(x), G(x) &ant la composante conexe non born&e de 
[a= - SP(X)l “Z,(X). 
Ceci sera une conskquence de 
(3) dG(x) c (0). 
(C et @ - (0) sont connexes, done ~G(x) = @ *C c G(x)’ et, aG(x) = 
(0) =a C - (0) c G(x)“). 
D’aprks le lemme 2, aG(x) = aG(x + ~7) c Sp(x + y), pour tout y E I. 
Done dG(x) c Sp(x+ v’) pour tout I,‘EI (si I E aG(x) et ,I+! Sp(x + y’) 
alors il existe un ouvert VI Sp(x + y’) avec 14 V, et il existe y E I tel que 
IIy - ~‘11 <E comme dans le lemme l(iii), d’oti 11(x + y) - (x +JJ’)/~ <E = 
Sp(x + yj c V’=> A$ S’(x + JI), ce qui contredit 1# aG(x) c Sp(x + ~1) pour 
tout y E I). 
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Done 
D’autre part on a 
En effet, soit A # 0. Notons x + ;U la surjection canonique de A’ dans A’/i 
A/I est radicale (comme image homomorphe de I’algkbre A/I qui est radical 
par hypothise), done Q(Z) = (0) et Sp(X-A) = {A}. On pose 
17 = log(.T - A) et y’ = e” + il -x, alors ? = 0 (i.e. 11’ E I) et x + y’ - A = e’ est 
inversible dans A’. 
D’oti A$Sp(x+y’). Done aG(x)c n,;,EiS~(.~+$)~ (O), ce qui achkve 
la dkmonstration de (3). 
Nore. Le thkorkme principal reste valable si A est une alg$bre de 
Jordan Banach non commutative rkelle (voir [6] ). 
REMERUEMENTS 
Les auteurs remercient vivement le “referee” pour ses prkcieuses conseils et suggestions. 
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